Mathematik

cl Cheat Sheet

BTEX

1. Aligemeines

1.1. Zahlenmengen
e N = natiirliche Zahlen = {1, 2, 3, ... }

e 7 = ganze Zahlen = {...,-1,0,1,2,...}

e Q = rationale Zahlen, z.b. % (p,q €Z,q#0)

o R = reelle Zahlen, , alle Zahlen", z.b.

o C = komplexe Zahlen = {a +ib|i=+/—1,abeR}
Fiir Intervalle: Runde Klammer schlieBt die Grenzen aus, Eckige Klam-
mern ein.
1.2. Binomialkoeffizienten

. fir j <n

5) = oy
« (3)=(2))
o (a+bB)" = Eo (@)or=F5P

1.3. Binomische Formeln

(a+b)2 = a2 +2ab+b2
(a —b)2 = a® — 2ab + b2
(a+b) (a —b) = a® — b2
(a+b)" = $P_gamkpF

1. Binomische Formel:
2. Binomische Formel:
3. Binomische Formel:
Bnomischer Lehrsatz:

Den Binomischen Lehrsatz kannst du auch aus dem pascalschen Dreieck
entnehmen.

1.4. Quatratische Gleichung
1.4.1. p-q Formel
Grundlage ist ein Polynom: z2 +pxr4+qg=0

P P2

1.4.2. Mitternachtsformel
Grundlage ist ein Polynom: ax? +br+c=0

—b+ /b2 — dac
Tyjg = ———(———
2a
1.5. Potenzrechnung
a” - a™ =" tm elne — 4
a” . " — (a- b)n . 1
a = —
an — a’fL*"YL at
a™ 1 -1 a1t
a B8 =
a™ a\"™ a —1
wm o\ E®P = (@) =<

1.6. Bruchrechnung

Division I %—g Multiplizieren mit dem Kehrwert
likati a.c _ ac
Multiplikation 32- g 2 b—dl L
. 2 %271 1 . 1
Kiirzen 33 =5°3=3 Nur Faktoren, keine Summanden!
. . zxz—1 _ z+4-5 _ =4 _ 5 — _ 5
Trick 17: 207 = “237 =24 ~z4a = !~ zH4

. Wurzelrechnung

2. Mengenlehre

2.1. Definition

Ist E eine Eigenschaft, die ein Element haben kann oder auch nicht, so
beschreibt man die Menge der E erfiillenden Elemente durch:

A = {x|z hat Eigenschaft E}

2.2. Teilmengen

Sind A und B Mengen, so heiBt A Teilmenge oder auch Untermenge von
B, wenn jedes Element von A auch Element von B ist.

Merke zu Teilmengen

. Jede Menge A ist Teilmenge von sich selbst, das heift A C A

. Jede Menge A hat die leere Menge als Teilmenge, das heit: ) C A
. Ist AC Bund BC C,sofolgt A C C

. Aus AC Bund B C Afolgt A=B

A WN R

2.9. Regeln

AUB=BUA
ANB=BnNA

Kommutativ

Assoziativ ANn(BNnC)=(AnB)nC
Au(BuUC)=(AUuB)UC
Distributiv AUu(BNC)=(AUuB)N(AUC)
AN(BUC)=(ANB)U(ANCO)
Adjunktiv AU(ANB)=A

AN(AUB)=A

A\(BNC)=(A\B)U(A\O)
A\(BUOC) = (A\ B)n (A\O)

de Morganschen Regeln

L 1
Va an a\ 7 a
7{——1 :(*)nznfwennb#()
Vb w b Vo
1.8. Sinus & Cosinus
BogenmaB Grad sinx cos T tan z
o 0° 0 1 0
1 1 1 1
—r 30° - /3 —
6 2 2 3
1 1
—r 45° —V2 —V2 1
4 2
1 1
—r 60° -3 — V3
3 2 2
1
ETF 90° 1 0 +oo
2 1
—r 120° /3 —= —V3
3 2 2
3 1
— 135° V2 ——V2 -1
4 2 2
B 1 1 1
— 150 = ——V3 ——
6 2 2 3
1
o7 180° 0 -1 0
7 210° ! 3 !
= _Z _Z .
6 2 2 V3
5 1
—r 225° ——2 ——2 1
2 2
1 1
rul 240° ——V3 —— V3
3
§7r 270° —1 0 +oo
5 B 1
— 300 ——V/3 — —V3
g 2 - 2
1
- 315° -2 Vo) -1
4 2 2
11 1 1 1
— 330° —= -3 -
6 2 2 \/3
1 1
5\/5 2 0.70710678 und 5\/§ = 0.8660254

1
sowie — = 0577350269
V3

2.3. Operationen

ACB A ist Teilmenge von B

AUB A vereinigt B AUB = {z|z € Aoderz € B}
AN B A geschnitten B ANB={z|lz € Aund z € B}
A\ B AohneB A\ B ={z|z € Aund z ¢ B}
P(A) Potenzmenge A Potenzmenge der Menge A

A € B AElement von B A ist ein Element von B

A & B A kein Element von B A ist nicht in B enthalten

2.4. Potenzmenge

Die Potenzmenge ist die Menge aller Teilmengen.
Es sei A eine Menge. Dann versteht man unter der Potenzmenge
P(A) der Menge A die Menge aller Teilmengen von A. Auch
die Menge @ hat eine Teilmenge es gilt: P(0) = {0}.

Berechnet wird die Potenzmenge mit Hilfe von 2141 (Zwei hoch Kardi-

nalitdt von A)

2.5. Kardinalitat

Beschreibt die Menge aller Elemente einer Menge.
Es sei A eine endliche Menge. Dann versteht man unter der
Kardinalitdt oder auch Michtigkeit von A die Anzahl der Ele-
mente von A und schreibt dafiir | A|, manchmal auch # A. Hat
A unendlich viele Elemente, so sagt man, A hat die Kardinalitat
unendlich, und schreibt |A| = co

Beispiel

M = {1,2}
P (M) = {{},{1},{2},{1,2}}
Nicht jedoch {2, 1}! Es gilt {1,2} = {2, 1}.

2.6. Komplement
Das Komplement ist die Differenz zwischen gegebener Menge und Grund-
menge.

2.7. Losungsalgorithmus

Arbeitsablauf

1. \ entfernen

2. De Morgen Gesetze anwenden

3. Assoziativ- und Distributiv- Gesetze im Wechsel mit dem Vereinfa-
chen

2.8. Vereinfachen

AUA=A AND = i:A
ANA=A AUA=aG =G
AUG =G ANA=0 G=0
ANG=A AUB=4ANnB 0 # {0}
AU =A ANB=AUB

de Morganschen Gesetz A\B=AnNnB

2.10. Kartesisches Produkt
Das kartesische Produkt A x B (A kreuz B) ist die Menge aller geordneten
Paare (a,b) mita € Aund b € B

3. Relationen

3.1. Definition
Eine (zweistellige) Relation R ist eine Teilmenge des kartesischen Pro-
dukts zweier Mengen A und B.

RCAXB
3.2. Aquivalenzrelation
Eine Aquivalenzrelation ist eine zweistellige Relation auf einer Ausgangs-
menge M mit bestimmten Eigenschaften.

RCMxM

Eigenschaften

1. Reflexivitat
Jedes Element der Ausgangsmenge M steht mit sich selbst in Be-
ziehung.
Fiir alle a € M gilt (a,a) € R
2. Symmetrie
Zu jedem Paar (a, b) ist auch die Umkehrung in R enthalten.
Wenn (a, b) € R, dann ist auch (b,a) € R
3. Transitivitat
Stehen drei Elemente verkettet in Beziehung, dann stehen sie auch
direkt in Beziehung.
Wenn (a, b), (b,c) € R dannist auch (a,c) € R
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4. Aussagenlogik Bijunktion (ist richtig wenn beide Implikation (aus A folgt B)
gleich sind)
4.1. Operationen
A B A< B ||l A B A — B
ANB Aund B Konjunktion 0 0 1 0 0 1
AV B A oder B Disjunktion 0 1 0 0 1 1
A+ B A genau dann, wenn B Aquivalenz oder Bijunktion 1 0 0 1 0 0
A — B wenn A dann B Implikation oder Subjunktion 1 1 1 1 1 1
4.2. Regeln
. A B C AANB AV B AANB - AV B G
Kommutativ ANB=BAA
0 0 0 0 0 1 0
AVB=BvA 0ol o] 1] o 0 1 1
A< B=B+ A
0 1 0 0 1 1 0
Assoziativ AN(BANC)=(AAB)AC 0 1 1 0 1 1 1
AV(BVC)=(AVB)VvVC 1 0 0 0 1 1 0
A< (B+C)=(A+ B)«+ C 1 0 1 0 1 1 1
Distributiv AAN(BVC)=(AAB)V(AACQ) 1 1 0 1 1 1 0
AV(BAC)=(AVB)A(AVCO) 1 1 1 1 1 1 1

A— (BVC)=(A—B)V(A—C)
A— (BAC)=(A—=B)A(A—C)
(AVB) - C=(A—=C)A(B—C)
(AAB) - C=(A—C)V(B—C)

Adjunktiv (Absorbtion) AN(AVB)=A

AV(AAB)=A

Klammerntausch A—(B—-C)=(AAB)—=C

Kontraposition A— B=-B — -A

de Morganschen Regeln - (AVB)=-AA-B

- (AAB)=-AV-B
AANB=-(A— -B)
AVB=-A—B

A—- B=-AVB

A< B=(AAB)V(~AA-B)
A+ B=(-AVB)A(AV -B)

Umwandeln

A A - A = immer Falsch!
AV = A = immer Richtig!
AN-AVBANA=BAA

Vereinfachen

4.3. Beispiel
Giinter fragt Anna: "Libst du Peter, oder ist es nicht so, dass du Peter
oder mich liebst?”, darauf Antwortet Anna " Nein".
Fiir die Aussage Anna liebt Peter setzen wir P und fiir Anna liebt Giinther
G. Die Frage lautet somit "Gilt P, oder gilt nicht P A G?". Formal be-
deutet das:

PV~ (PVG)

Da Anna mit " NeinAntwortet muss der ganze Block negativiert werden.
- (PVv~-(PVQ@Q))

4.4. Wabhrheitstafeln

Konjunkiton (UND) Disjunktion (ODER)

A B ANB A B AV B
0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 1 1
1 0 0 1 0 1
1 1 1 1 1 1

5. Komplexe Zahlen

5.1. Notation
Kartesische Form
z=a+b-1

Trigonometrische Form / Polarform
z = |z|-(cosp + i -siny)

5.2. Visualisierung

2i

@h\ve
L

5.4. Rechenoperationen

Addition Subtraktion

21 + 22 = (a + bi) + (c +di) 21 — 22 = (a + bi) — (c + di)
=a+c+ (b+d)i =a—c+ (b—d)i

Multiplikation

(a + bi) - (c+ di)
ac + adi + bei + bdi2

z1 - 22

21 - z2 = |z1] (cos (p1) + sin (p1)7) - |22] (cos (p2) - sin (¢2)1)
= |z1] - |22] (cos (p1 + @2) + sin (v1 + p2)7)

Division
21 a + bi (a+bi) (c—di)
22 ctdi (et di) (c—di)
_ac — adi 4+ bei — bdi?
- c2 — (di)?
ac + bd + (bc — ad) ¢
= c2 4 d?
ac + bd (be — ad) .

Potenzierung
2" = (a +bi))"
= (|2 - (cos o + sin i)™
= |2]™ - (cos (n - @) + sin (n - )i)

Wurzel {k € N|k = 0 bisn — 1}

Yi= Vatbi

k - 360 k - 360
zp = ng/|z\<<cos<q’+n >+sin<w+n )z)

Es gibt immer n Ergebnisse die in zj, fiir k = 0 bis k = n — 1 berechnet
werden.

6.1.3. Determinante
e Ist det A # 0 dann ist die Matrix invertierbar

e Ist det A = 0O dann ist die Matrix Linear abhingig

e Schachbrettmuster (beginnend oben links mit + - + -..)

e Entwicklung am einfachsten nach der Spalte oder Zeile mit den meis-
ten Qer.

0 1 3

A=|4 2 0

o 1 5

detA = —4 - 1 &
1 5

—4-(1x5—1%x3)=—8

6.2. Inverse Matrix
Invertierbar sind nur Matritzen des Typ (n, n) also quadratische Matrit-

zen. Eine Matrix ist dann Invertierbar wenn die Determinante # 0 ergibt.

6. Vektoren und Matritzen

Matritzen vom Typ (m,1) sind Vektoren (1-Spaltig). Die Zeilen eines Vek-
tors sind auch die Dimension des Vektors. Ein Zeilen Vektor ist eine Ma-
tritze vom Typ (1, n).

6.1. Rechenoperationen

6.1.1. Skalar
Die Addition, Subtraktion und Multiplikation von Matritzen mit einem

Skalar (einer Zahl) c.
—-1-A=-A
c-A=A-c=Ac=cA
c1-(e2-A)=(c1-c2) A
(c1+c2) - A=c1 -A+c2 A
c-(A+B)=cA+cB

6.1.2. Multiplikation
o Zeile von Matrix A mal Spalte von Matrix B

e Matrix A muss so viele Spalten haben wie Matrix B Zeilen hat
o Nicht Kommutativll A- B # B - A

A~t.Aa=1 (A-B)"l=B"1.4a"1
A- At =1 I-A=A
I-A=t=4a""1
7. Vektoren
7.1. Vektor Aufstellen

A= (a1 ag as by —ay

( ) ﬁ = | bz —ag
B = (bl b b3) b3y — a3

7.2. Rechenoperation

Addition 2+ = ()4 () (aathr
a2 bo ag + ba
T by cby
Multiplikation d=c- =
bo cbo
Betrag \7|:«/a12+a12

@ * ? = a1by + agbs + azbs
a2b3 — agbs

Skalarpordukt

Kreuzprodukt (Abb. 27) @ x & = 7 = | agby — a1bs

a1by — agby

Ist das Skalarprodukt = 0 dann sind die Vektoren orthogonal (senkrecht)
zueinander!

-2 -2i
b
|z] = Va2 + b2 ¢ = arctan <7> siehe Tabelle xxx
a
Jo| .
tan (o) = — cos (p) = — sin () = —
lal |21 |21
X,y (in Grad) (im BogenmaB)
b
a>0,b>0 ¢ = arctan — @ = arctan—
a a
b b
a<O0 ¢ = arctan — 4 180° ¢ = arctan—+ 7w
a a
b b
a>0,b<0 ¢ = arctan — + 360° @ = arctan — 4 27
a a
™
a=0,b>0]| ¢=090° o=
3
a=0,b<0 @ = 270° cp:EW
a=0,b=0 @ =0° =0
5.3. Potenzen von i
i=+/—1 it =1
i2=-1 5=
i3 =—¢ % =-1
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8. Geraden und Ebenen

8.1. Schnittpunkte

Gerade Den Schnittpunkt von zwei
geraden erhdlt man indem man die
beiden Geradengleichungen gleich

Ebene Bei Einer Ebene funktioniert
die Berechnung des Schnittpunktes
analog zu dem einer Geraden.

setzt.
8.2. Winkel
Gerade und Gerade Gerade und Ebene
a b a b
—_ - — — - —
cos @ = cos o =
a b a b
[ =11 =1 [ =1 1—=
8.3. Formen
8.3.1. Geraden
Allgemeine Form:
=T+t
P = Stiitzvektor und ¥ = Richtungsvektor.
8.3.2. Ebenen
Parameterform E:?:?-&-t-ﬂ-‘—s-?
Normalform - (? — ?) =0

? = Stiitzvektor und W,V = Spannvektor
Umformen:
1. Parameter — Normalform
2 M =UXT (Kreuzprodukt der Richtungsvektoren
3. - (¥ —-F)=0
4. Koordinatenform aufstellen
Z =7 - P (Normalform aus multipliziert)

Der Satz von I'Hospital Ist Anwendbar wenn im Z3hler und Nenner 0 oder
beide co sind.

Hierbei wird der Zdhler und Nenner separat abgeleitet und der Limes vom
somit entstandenen Bruch berechnet. Hierbei gilt wieder die Ergebnista-
belle oben.

x - sin 2z 0

lim —M—— = —

z—0 e — e — ) 0

A sin 2x + 2x - cos 2x 0
1i: =—-—=0

z—0 e 4+ el — ) 1

10. Konvergenz von Reihen

Es sei eine Reihe Y92 ) a; gegeben. So ist diese (absolut) Konvergent

i=
nach folgenden Kriterien (siehe auch Formelsammlung S. 76):

w
g = lims — oo| 2FL

ag
g =limi — oo /[a;]

Quotientenkriterium

Wourzelkriterium

Leibnitzkriterium siehe 10.3
Majorantenkriterium siehe 10.2
Minorantenkriterium siehe 10.1

q < 1 = Reihe konvergiert g > 1 = Reihe divergiert g = 1 keine

9. Grenzwerte

Der Grenzwert oder Limes einer Folge ist eine Zahl, der die Folge beliebig
nah kommt. Eine Folge ist konvergent wenn sie solch einen Wert besitzt,
ansonsten divergent

9.1. Berechnung

Bei n — oo teilt man durch die variable mit der héchsten Potenz, das
Ergebnis ist dann der Grenzwert.

. 2
lim —— = lim — = =—-=2
n—oc n2 41 n—oo 1 4 Ly lim n2 +1 1
n n-—oo
Ergebnisse
1_ 1 _ 0 _ 11
=1 g=e T=0 i7 = 17

Vorsicht bei li_r)n , also Limes gegen eine Zahl a. Zunichst setzt man die
n—a

Zahl a ein und priift das Ergebnis. Es darf nicht % raus kommen. Es wird
sich im Zahler und/oder Nenner ein n — a befinden. Die Folge muss dann
in Linearfaktoren zerlegt werden und danach die 3 eingesetzt werden.
¥ 23 — 622 4 5z z(x — 1) (x —5)
1m =
z—=12z2 4320 —34 =12 (x—1)(x+17)
z (x — 5) —4 1

=lim —— = — =
x>12 (x4 17) 36 9

Ablauf bei lim
n—a

1. Schauen ob man etwas ausklammern kann oder muss

2. Anwendung der p-q Formel um die Nullstellen zu berechnen

3. Sind die Nullstellen 1 = —4 und x5 = 5 dann ist die Auflésung
der Binomischen Formel (z + 4) (x — 5)

4. Binomische Formel zur Kontrolle ausmultiplizieren

5. Nun im Zzhler und Nenner kiirzen

6. Danach wird a eingesetzt und das Ergebnis ist der Grenzwert.

Gegeben sind die Reihen:

8

oo
> ag b;
i=0 i

0

10.1. Majorantenkriterium

ist b; > 0 konvergent fiir alle 7. Gilt dann |a;| < b; fiir alle 4, so
konvergiert die Reihe mit a; absolut.

10.2. Minorantenkriterium

ist b; eine divergente Reihe mit b; > O fiir alle 4. Gilt dann |a;| > b;
fiir alle 7, so konvergiert die Reihe mit a; nicht.

10.3. Leibnitzkriterium

Bedingungen

1. Eine Alternierende Reihe

2. lim u; =0
1—> 00

3. strenge Monotonie Vi = w; > wu;41 wenn u; positiv oder
u; < u;qq falls sie negativ sind.

Es sei u; eine Folge von Zahlen, die entweder alle positiv oder alle negativ
sind. Somit entspricht die folgende Reihe einer alternierenden Reihe:

SO (=1uy
=1

Vorsicht!

Dies bedeutet nicht ... Ausfiihrliche Konvergenzbedingngen Seite
73 / 74 in Formelsammlung

11. Potenzreihen

Es sei:
o0

P(z) =3 ci(z — w0)’

=0

11.1. Konvergenzradius
Der Konvergenzradius r beschreibt den maximalen Abstand von xzg zu

einem Konvergenzpunkt. Konvergent sind alle r fiir die gilt:

<zg—7T,xo +7 >

Das verhalten im Rendpunkten muss seperat bestimmt werden. Die spit-
zen Klammern sund dann gegen ] (wenn die Grenze enthalten ist) oder )
(wenn die Grenze nicht enthalten ist) auszutauschen.

Zur Berechnung gibt es die folgenden beiden Methoden:

. ci
r = lim
i—oo|cipq
1
o tim el
71— 00
11.2. Operationen
A
O] .
Pi(z) =Y ci(z — )"
i1=0

Py(z) = Y b; (& — z0)"

=0

11.3. Taylorreihen

Die Taylorreihe von f ist definiert durch:

oo £(i)(p
Ty (a) = Zif (l o)

=0

(z — w0)’

Voraussetzung ist das f unendlich eof differenzierbar ist. Bricht man die
Summation nach n Summanden ab erhilt man das Taylorpolynom vom
Grad n. Restglieddarstellungen

@ = [ @0 war

e
(n+ 1)!

Ry (z) = (z — o)™ !

12.2. Polynomdivision

12+3z+16
T —2

Ablauf Polynomdivision

12. Funktionen

12.1. Grundlagen

Tangente y(z) = mx+b
y(x) = f'(z0) -« + f(z0) — f'(z0) — z0

y(z) = az? + 2bz + ¢

Tangente
Lineare Funktion

. GréBte Exponent aus beiden Polynomen ermitteln
. Dividieren und zuriickmultiplizieren
. Substrahieren und von vorne beginnen

AW N =

. Rest aufschreiben

12.3. Partialbruchzerlegung

z2 + 16
z - (z — 2)

Partialbruchzerlegung bei reelen Nullstellen

. Nennerpolynom in Linearfaktoren aufteilen

. Aufteilen der Linearfaktoren auf die Partialbriiche

. Im Z3hler steht jeweils eine Konstante

. Nun mit dem Nennerpolynom multiplizieren

Die Nenner aus den Briichen kiirzen

. Die Nullstellen der Linearfaktoren einsetzen

. Die Variablen ausklammern und nach Exponent sortieren.
. Restliche Konstanten mit einem LGS bestimmen

NSO A WN R

12.4. Flachenberechnung
Die Flache unter einer Kurve entspricht ihrem Integral.

zwichen zwei Funktionen

. die Funktionen gleich setzen: f(z) — g(z) = h(x)

. Schnittpunkte ermitteln h(z) = 0

. h(z) Integrieren und die Nullstellen als Grenzen einsetzen.
. Mehrere Schnittpunkte miissen einzeln berechnet werden.

A WN =

. Ergebnisse zusammenrechnen.

12.5. Kurvendiskussion

In zg gilt:

lokales Max-/Minimum in  f/(z¢) = 0

f(x0) = 0= f"(z0) >0

f(@o) =0 = f"(z0) <O

n ist gerade = f™(xzg) > 0

n ist gerade = f"(zg) < 0

Bedingung: '/ (zg) = 0
Vorzeichenwechsel: f — f''/(0) # 0
Sattelpunkt zusitzlich zu Wendepunkt-bed.: f/(z) = 0
Pol limaz — zof(x) = £oo

lokales Minimum in
lokales Maximum in
lokales Minimum in
locales Maximum in
Wendepunkt

Auf dem Intervall | gilt:
konvex f(z) >0ovz €T
f(z) <0ovz €T
fl(z) >0ovz €T
fl(z)y <ovz eI
fl(z) >0V €1
fl(z) < OovVe €1

konkav

monoton steigend
monoton fallend

streng monoton steigend
streng monoton fallend

Wendepunkt bedeutet der Drehsinn der Kurventangente wird gedndert.

Homepage: www.calyrium.org — Fehler bitte sofort melden.

von Sebastian Preisner — Mail: wbh@calyrium.org

Stand: 3. Juli 2020 3/5



www.calyrium.org
mailto:wbh@calyrium.org

13. Integrale

Lineare Gleichung — einfache Ableitung
13.1. Analyse des Integrals

Produkt Partielle Integration
Substitution
Briiche Umformen zu einem Produkt

Partialbruchzerlegung

Polynomdifision

13.2. Substitutionsregel

Voraussetzung ist das es eine innere Funktion gibt!

Gegeben sind zwei Funktionien bei der die eine aus einer inneren und
juBeren Funktion besteht und die andere als Ableitung der inneren Funk-
tion geschrieben werden kann.

[ 1@z = [ 1a@) - o' @ar

So lasst sich das Integral durch Substitution vereinfachen und das Ergebnis
zuriick substituieren.

Beispiel:
2
x 2 1
——dz = /z 0 —
/ 3 — 17 xz3 — 17

g(z) = 25— 17 = g’ (z) = 322

1 2 1 17,
Sf3t rde = S [d@) fa@)as

d.
o'(x) = 52 = dg = g/ (x)do

£
91/ldg:1ln(g)+c
3/ g 3
1 3
:>§ln(:t —17)+¢

13.3. Partielle Integration

[ 1@ <@z

Gegeben sei ein Integral mit den Funktionen f(x) und g(x). Bei der Sub-
stitution setzt man nun eine der beiden Funktionen als Abgeleitet vorraus
und Integriert diese. Im folgenden wird f(x) als abgeleitet gesetzt. Somit

ist h/(z) = f(x) und h(z) = [ f(z).

[H @ s@)da = h(@) - 9(@) - [ ¢ @) - ha)dz

Nicht immer ist der erste Ansatz zielfiihrend.

13.4. Anwendungen

Uneigentliches Integral

Ist eine der Grenzen des Integrals mit co gegeben, so gilt fiir das
Integral:

* feyds= tim [ f@)de
/. Jm [

und analog auch im positiven Bereich

Volumen eines Rotationskérper

Losungsweg mit Beispiel

v:w_/abﬂ(z)dz

Bogenlinge

L =/b\/1+(f’(w))2dw

13.5. Numerische Integration
Es gibt verschiedene Verfahren zur Berechnung von Niherungen von In-
tegralen. Eines davon ist die Trapezregel:

h
Tn25'(y0+2y1+2y2+~”+2yn71 +yn)

Die Schrittweite zwischen den betrachteten Punkten:

b—a
h =
n

Fiir den Abstand zwischen Niherung und Integralwert gilt:

T~ [ @dsl < 2% 222 max |5(@)]
© I = 12 x€la,b]

Eine genauere Methode bietet die Simpsonregel:

b—a

h =
2n

h
Sn = E(El +4-33+2-%3)
Wobei gilt:

31 = Die Summe von fg und fa,
>o = Die Summe von f; mit ungeradem i
>3 = Die Summe von f; mit geradem i

Fiir die Genauigkeit gilt hier:

b —
22 max |f P ()]

b
Sy = de| < bt 5
55 /a f@)dz] < 180 z€la,b]

14. Differenzialgleichung

14.1. Differenzierbarkeit einer Funktion

Gegeben ist eine Funktion f(x) deren Differenzierbarkeit in einem Punkt

x( bestimmt werden soll. Dann gilt, wenn der E}m existiert, ist die
z—xz(

Funktion fiir in zg Differenzierbar.

f(z) — f(=o)

T — Z(

lim

T—x(

14.2. Differenzialgleichung 1. Ordnung

14.2.1. Trennung der Variablen
Gegeben ist eine Differenzialgleichung der Form:

y' = g(@) * h(y)

dann schreibt man diese um zu:

dy
/7: /g(z)da)
h(y)
und I6st zu y auf.

14.2.2. Variation der Konstanten
mit reelen Funktionen g1 (z) und gs(x) wird eine Differenzialgleichung

erster Ordung folgender Form variierbare Differenzialgleichung genannt:

y' =y g1(z) + g2(z) (1)

1. Untersuchen der Differenzialgleichung
y = —2zy4ax-e T
2. Man erstellt die Lésung des homogenen Problems gemiB 14.2.1 :
g1(z) = =2z = yp(x) =C-e™ "
3. Ersetzen (variieren) der Konstante C durch C'(x)
"2
y(z) = C(z) xe™*
4. Bestimmung der Ableitung y/(z)
2
y' (z) = C(z)(—2x)e” %" + O/ (z)e™*
5. Einsetzen der Gleichungen von Punkt 3. 4. in die Differenzialglei-
chug 1.
—a2 ’ —a2 —a2
C(z)(—2z)e + C'(z)e = (—2z)C(z) - e +
2
z-e ® )
= C'(z)e™ "
6. Bestimmung von C’(z)

2
=z-e ¥

C'(z) ==z
7. Integrieren von C’'(z)
2

z
C(z) = ?J,-K

8. Einsetzen in die Gleichung von Punkt 3.
2

y(z) = (%+ K) e

14.3. Lineare Differenzialgleichung - Homogener Fall

Losungsweg

. Differenzialgleichung analysieren

. Charakteristische Polynom aufschreiben

. Die Nullstellen finden

. Fundamentalmenge aufschreiben

. Allgemeine Lésung aufschreiben / ableiten

. Anfangswerte einsetzen

. Lésung des Anfangswerteproblems aufschreiben

N hE WN -

Sei die Differenzialgleichung der Form:

n—1

v +an_1y +- - 4ary’ +agy=0

Dann bestimmt man das charakteristische Polynom
p(A) = A" + an,1>\"71 +---4+aiX+ap

Das charakteristische Polynom n-ter Ordnung hat nun k verschiedene re-
elle Nullstellen X7, ...\ mit der jeweiligen Vielfachheit py ... pg,
wobei gilt 11 + ... pp =n

Dann bildet die Funktionenmenge

A bkl Ak

ME ,z”lile)‘lm,...

AT
, T€ 5 0aa kT

e ,€e
ein Fundamentalsystem dieser Differenzielgleichung.

Achtung bei komplexen Nullstellen des charakteristischen Polynoms!!
Fiir Gleichung 2. Ordnung sei die Form:

y"' + a1y’ +aoy =0

Dann gilt: D = = < 0 (=komplexe Lésung)

Dann l3sst sich der Lésungsweg wie folgt abkiirzen:

(z) = c1e“% cos Bz + coe“T sin B

14.4. Lineare Differenzialgleichung - Inhomogener Fall
Allgemein hat die Differenzialgleichung dann die Form:

™ 4 15D b ey + aoy = b(o)

Allgemeine Lésung:
o Bestimmen der allgemeinen Lésung der zugehérigen homogenen Glei-
chung
e addieren einer speziellen Lésung vy, () (partikuldre Lésung) Hierfiir
bendtigt man meist eine Ansatzfunktion:
1. b(x) ist in der Form f(z) - e**
e Dabei ist f(x) ein Polynom m-ten Grades und a eine reelle Zahl
o Dann gilt: Ist a eine k-fache Nullstelle des charakteristischen
Polynoms so gibt es eine partikuldre Lésung der Form

yp (@) = a¥ - q(z) - 7

Mit einem Polynom q(x) vom Grad m. Ist a keine Nullstelle so
ist k = 0 zu setzen.

Koeffizientenvergleich um q(x) zu bestimmen.

Die allgemeine Ldsung setzt sich zusammen aus der Losung
der homogenen Gleichung yp, () und der partikuldren Lésung
Up(w)

2. Die Differenzialgleichung hat die Form

y' + ay = dysin(wz) 4+ dacos(wz)

o Feste reelle Zahlen a,dy, d2, w
o Dann gibt es eine partikuldre Lésung der Form

yp(x) = by sin(wz) + bacos(we)

mit demselben w
3. Die Differenzialgleichung hat die Form

y" + a1y’ + agy = dysin(wz) + dacos(wx)

o mit festen reellen Zahlen ag, a1, d1, do, w
e Dann gilt:
— Ist iw keine Nullstelle des charakt. Polynoms dann gibt es
eine Losung der Form:

yp(x) = bysin(wz) + bacos(wx)
— sonst

yp(x) = x - (bysin(wex) + bacos(wx))
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15. Warscheinlichkeiten

15.1. Wahrscheinlichkeitsraum

Sei F ein Ereignisfeld, p eine Wahrscheinlichkeit auf F und € ein Ergeb-
nisraum von F, so nenn man das Tripel (2, F, p) einen Wahrscheinlich-
keitsraum. (F, p) ist ein Wahrscheinlichkeitsfeld.

15.2. ZufallsgroBe

Sei (§2, F, p) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Dann ist:

Eine auf Q definierte reelle Funktion X heiBt ZufallsgroBe, wenn fiir
jede reele Zahl x gilt: {w € Q;X(w) < xz} € F (Abkiirzung:
(X <=z)€eF)

AuBerdem heiBt fiir alle = € R durch Fx (z) = p(X < z) definier-
te Funktion Verteilungsfunktion (kurz: Verteilung) von X Eigenschaften
einer Verteilungsfunktion:

e 0 < Fx(z) <l1lfirallex € R

® Fx (x) ist auf ganz R monoton steigend.

L]
lim Fx(z)=0
r——oo
und
lim Fx(z)=1
x— 400
o Fx (x) ist auf ganz R rechtsseitig stetig

Fir alle a < b € R ist:

pla < X <b) = p(X < b) — p(X < a) = Fx (b) — Fx (a)
e Firallea < b€ Rist

pla < X <b)=p(X <b)—p(X <a)

= lim Fx(z)— Fx(a)
T=bg<p

15.3. Diskrete Verteilungen
hat nur endlich viele oder abzahklbar viele Werte. Sei X eine dikrete Zu-

fallsgréBe mit Werten {z, } und zugehdrigen Wahrscheinlichkeiten {py, }.
Dann ist fiir jedes x die Verteilungsfunktion wie folgt zu berechnen:

Fx(z)= >  p&

k mit z) <z

15.4. Erwartungswert
nennt man
BE(X) =Yz Pk
Kk

von X, wenn X eine diskrete ZufallsgréBe ist und p; die Einzelwahrschein-
lichkeiten. Voraussetzung fiir dessen Existenz ist >, |@y| - pp, < oo
Es sei X eine diskrete ZufallsgréBe mit Erwartungswert E(X). Dann nennt
man im Fall der Existenz die Zahl V(X) = E((X — E(X))?) =
>z — E(X))2 - pg. die Varianz von X. Die Quadratwurzel daraus,
o(X) = 4/V(X) nennt man die Standardabweichung der ZufallsgréBe
X.

Die Varianz ist genau dann gleich null, wenn die Verteilung der Zufalls-
groBe in einem Punkt konzentriert ist. P(X = ¢) = 1 Man nennt dies
Einpunktverteilung

Steinersche Gleichung
V(X) = B(X?) - (B(X)?
Es gilt:

V(X)
2

p(|X — E(X)| 2 ¢ <

gleichverteilt, wenn die ZufallsgroBe X endlich viele Werte
z1,T2,x3,..Tn mit den Wahrscheinlichkeiten
1
P =p(X =) = —
n

fir k = 1,2,...n annehmen kann. Dann gilt Erwartungswert
1 n
B(X)=— > =
™ =1

und die Varianz

n

12 1
V(X)= =Y ap — (= > ap)?
L — n

k=1

15.5. Binomialverteilung
Eine ZufallsgréBe heiBt binomialverteilt mit Parametern n und p, wenn sie
die WErte k = 1, 2, ..n mit den Wahrscheinlichkeiten

pr =p(X =k) = (:)pk(l _pynk

annehmen kann.

Es gilt dann fiir den Erwartungswert: E(X) = n - p und fiir die Varianz:
V(X)=n-p-(1-p)

15.6. Normalverteilung

(z — m)?
fx(@) = (@ mo?)= —— . 202
Nor

Es sei X eine N (u, o2)-verteilte ZufallsgréBe. Dann gilt fiir alle reelen
Zahlen a und b mit a < b:

p(X < a) = p(X < a) = (“‘“)

b) =1 - p(X < b) :17<1><b7”>

pla < X < b) :q,<b;“>_q,<aw>

Ist &(—x) gilt immer ®(—z) = 1 — ®(x)!

Tabelle der Standardisierten Normalverteilung MAI10 S. 79

15.7. Poisson-Verteilung

Ist anwendbar, wenn bei der Binomialverteilung ein sehr groBes n ge-
geniiber einem kleinem p steht. Es gilt dann

p(X

[\

Ak

lim pk(l—p)nfk =2 g2
[ TGN k!

Eine ZufallsgroBe X besitzt eine Poisson-Verteilung, wenn sie die abzihlbar
unendlich vielen Werte k =0, 1, 2, 3... mit den Einzelwahrschinlichkeiten

Ak N
Pk:P(X:k):F‘67

fir k = 0,1,2... annehmen kann. A = n - p Fiir die ZufallsgroBe X gilt
dann: Erwartungswert E(X) = X und Varianz V(X) = A
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