Mathematik

cl Cheat Sheet

BTEX

1. Aligemeines

1.1. Zahlenmengen
e N = natiirliche Zahlen = {1, 2,3, ...}
e 7 = ganze Zahlen = {...,-1,0,1,2,...}
e Q = rationale Zahlen, z.b. % (p,a € Z, q #0)
o R = reelle Zahlen, ,alle Zahlen“, z.b.
e C = komplexe Zahlen = {a +ib|i=+/—1,abe R}

1.2. Binomische Formeln

(a+b)2 :a2+2ab+b2
(a—b)2 = a2 —2ab+b2
(a+b)(a—0b)=a’®—b>2
(a+b)" = TR_gan ok

1. Binomische Formel:
2. Binomische Formel:
3. Binomische Formel:
Bnomischer Lehrsatz:

Den Binomischen Lehrsatz kannst du auch aus dem pascalschen Dreieck
entnehmen.

1.3. Quatratische Gleichung

1.3.1. p-q Formel

Grundlage ist ein Polynom: 22 +pxr+qg=0

P P2

1.3.2. Mitternachtsformel
Grundlage ist ein Polynom: az? +bx+c=0

—b+ /b2 — 4ac
Tyjpg= —"—"—
/ 2a
1.4. Potenzrechnung
Q. g™ = gt tm (1) eln® =5 (5)
a” b =(a-b)"  (2) a” " = x (6)
an ar
= g™ (3) il 1 a71

am —a = —= (7)

<. (g) @ (™) = (@)™ = ™"

1.5. Wurzelrechnung

/L 1\ m 1
N Ya = an = (an) =ammn ™ %a  (10)
n 1 ES 1 n
Ya - b:(an)-(bn):(ab)w = Vab (11)
V(T o
7 b% =5 = fffe e # (12)

1.6. Bruchrechnung

2.3. Operationen

3. Relationen

3.1. Definition

Eine (zweistellige) Relation R zwischen zwei Mengen A X B ist eine Teil-
menge des kartesischen Produkts.

RCAXB

3.2. Aquivalenzrelation
Eine Aquivalenzrelation ist eine zweistellige Relation auf einer Ausgangs-
menge M mit folgenden drei Eigenschaften:

Division % 8 % = ‘;—f Multiplizieren mit dem Kehrwert ACB A ist Teilmenge von B
Multiplikation ¢ - & = < AUB A vereinigt B AUB = {z|z € Aoderz € B}
Kiirzen % = % . % = % Nur Faktoren, keine Summanden!| | AN B A geschnitten B ANB={z|lz € Aund z € B}
A\ B AohneB A\ B ={z|lz € Aund z ¢ B}
Trick 17: % = ziizs = iij — ﬁ =1- ﬁ P(A) Potenzmenge A Potenzmenge der Menge A
1.7. Sinus & Cosinus AeB A EI‘ement von B A {st e|‘n Elfement von B
A ¢ B A kein Element von B A ist nicht in B enthalten
BogenmaB Grad sinz cos T tan z
[ 0° 0 1 0 2.4. Potenzmenge
1 o 1 1 1 Die Potenzmenge ist die Menge aller Teilmengen.
gﬂ 30 5 5\/5 73 Es sei A eine Menge. Dann versteht man unter der Potenzmenge
1 1 P(A) der Menge A die Menge aller Teilmengen von A. Auch
ZW 45° 5\/§ 5\/5 1 die Menge ( hat eine Teilmenge es gilt: P(0) = {0}.
1 1 Berechnet wird die Potenzmenge mit Hilfe von 214l (Zwei hoch Kardi-
—r 60° —/3 - V3 lits
3 > > nalitdt von A)
4 90° 2 0 too | | 2.5. Kardinalitat
2 Beschreibt die Menge aller Elemente einer Menge.
37\' 120° V3 _l _ 3 Es sei A eine endliche Menge. Dann versteht man unter der
3 2 2 Kardinalitdt oder auch Maichtigkeit von A die Anzahl der Ele-
3 1 1 mente von A und schreibt dafiir | A|, manchmal auch # A. Hat
o ,
2 1 E\/i B E\/ﬁ =1 A unendlich viele Elemente, so sagt man, A hat die Kardinalitit
- 1 l\/§ 1 unendlich, und schreibt |A| = co
= Z _Z —
? 2 2 3 Beispiel
e 180° 0 -1 0 M=1{1,2}
,
7 R 1 1 1 P (M) = {{},{1},{2},{1,2}}
e 210 -3 75\/5 7 Nicht jedoch {2, 1}! Es gilt {1,2} = {2,1}.
5 1
i 225° - 5\/5 5 2 1 2.6. Komplement
1 1 Das Komplement ist die Differenz zwischen gegebener Menge und Grund-
=0 240° = 5\/3 —— V3 menge.
3 o n
8 270° i @ too 2.7. Lésungsalgorithmus
g T Arbeitsablauf
o
XL 300 B 5\/5 9 —V3 1. \ entfernen
1 1 2. De Morgen Gesetze anwenden
— ° —_— — —
47r s 2\/§ gﬁ i 3. Assoziativ- und Distributiv- Gesetze im Wechsel mit dem Vereinfa-
11 1 1 1 chen
— 330° - —/3 -
6 2 2 3 .
2.8. Vereinfachen
1 1 —
5\/§ =~ (0.70710678 und 5\/E =~ 0.8660254 AUA=A AND=0 A=4
1 ANA=A AUA =G 0=G
sowie EE0577350269 AUG =G ANA=20 G=0
ANG=A AUB=A4AnB 0 # {0y
2. Mengenlehre Aup=A ANB=4AUB
2.9. Regeln

2.1. Definition

Ist E eine Eigenschaft, die ein Element haben kann oder auch nicht, so

beschreibt man die Menge der E
A = {z|x hat Eigenschaft E}

erfiillenden Elemente durch:

AUB=BUA
ANB=BnNA

Kommutativ

q Assoziativ ANn(BNC)=(AnB)NnC
2.2. Teilmengen
Sind A und B Mengen, so heiBt A Teilmenge oder auch Untermenge von AU(BUC) =(AuB)UC
B, wenn jedes Element von A auch Element von B ist. Distributiv AUu(BNC)=(AUB)N(AUCQC)
Merke zu Teilmengen AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
. Jede Menge A ist Teilmenge von sich selbst, das heiBt A C A Adjunktiv AU(ANB)=A

. Jede Menge A hat die leere Menge als Teilmenge, das heiBt: ) C A

AN(AuB)=A

o Reflexivitat
Jedes Element der Ausgangsmenge M steht sich selbst in Beziehung.
Fiir alle a € M gilt (a,a) € R
o Symmetrie
Zu jedem Paar (a, b) ist auch die Umkehrung in R enthalten.
Wenn (a, b) € R, dann ist auch (b,a) € R
o Transitivitat
Stehen drei Elemente verkettet in Beziehung, dann stehen sie auch
direkt in Beziehung.
Wenn (a, b), (b,c) € R dannist auch (a,c) € R

. Ist AC Bund B C C,sofolgt A C C
. Aus AC Bund B C Afolgt A=B

A WN R

de Morganschen Regeln

A\(BNC)=(A\B)U(4\0)
A\(BUO) = (A\ B)n(4\O)

de Morganschen Gesetz

A\B=ANB

2.10. Kartesisches Produkt
Das kartesische Produkt A X B (A kreuz B) ist die Menge aller geordneten
Paare (a,b) mita € Aund b € B

4. Aussagenlogik
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4.1. Operationen

4.4. Wabhrheitstafeln
Konjunkiton (UND)

Disjunktion (ODER)

4.3. Beispiel

AANB Aund B Konjunktion
AV B A oder B Disjunktion A B AANB A B AV B
A<+~ B A genau dann, wenn B Aquivalenz oder Bijunktion 0 0 0 0 0 0
A — B wenn A dann B Implikation oder Subjunktion 0 1 0 0 1 1
1 0 0 1 0 1
4.2. Regeln 1 1 1 1 1 1
Kommutativ AANB=BAA Bijunktion (ist richtig wenn beide Implikation (aus A folgt B)
AVB=BVA gleich sind)
A< B=B+ A
A B A+ B |l A B A — B
Assoziativ AN(BANC)=(AANB)AC 0 0 1 0 0 1
Av(BvC)=(AVvB)VvVC 0 1 0 0 1 1
A< (B C)=(A+ B) < C 1 0 0 1 0 0
Distributiv AAN(BVC)=(AAB)V(AAC) 1 1 1 1 1 1
AV(BAC)=(AVB)A(AVC)
A= (BVC)=(A— B)V(A—C)
A5 (BAC)=(A— B)A(A— C) A B C ANANB AV B AANB - AV B G
(AVBY)>C=(A—C)A(B—oc)| 121 01 00 9 L g
(AAB)ysC=(AsO)v(Boc)| 121 0] 1]0 9 L 1
0 1 0 0 1 1 0
Adjunktiv (Absorbtion) AN(AVB)=A 0 1 1 0 1 1 1
AYARAB) =4 1 oo o 1 1 0
Klammerntausch A—(B—-C)=(AAB)—=C 1 0 1 0 1 1 1
Kontraposition A — B=-B— —A L L L = L = i
1 1 1 1 1 1 1
de Morganschen Regeln - (AVB)=-AAN-B
~(AAB)=-AV B
Umwandeln AANB=—(A— —B) 5. Komplexe Zahlen
AVB=-A—B
A—- B=-AVB 5.1. Visualisierung
A B=(AAB)V(-AA-B) 4 g
A< B=(-AVB)A(AV-B)
Vereinfachen A N = A = immer Falsch! i
AV —A = immer Richtig! N D
AAN-AVBAA=BAA &N\, i”"
2 2 —1\
=l

Giinter fragt Anna: "Libst du Peter, oder ist es nicht so, dass du Peter
oder mich liebst?”, darauf Antwortet Anna " Nein".

Fiir die Aussage Anna liebt Peter setzen wir P und fiir Anna liebt Giinther
G. Die Frage lautet somit "Gilt P, oder gilt nicht P A G?". Formal be-
deutet das:

b
PvV-(PVQG) (13) |z] = Va2 + b2 ¢ = arctan <7> siehe Tabelle xxx
a
Da Anna mit " NeinAntwortet muss der ganze Block negativiert werden. |b] a X
tan () = — cos () = — sin () = —
lal 121 121
- (PVv~-(PVQ@Q)) (14)
X,y (in Grad) (im BogenmaB)
a>0,b>0 ¢ = arctan — @ = arctan—
(g a
a <0 ¢ = arctan — 4 180° ¢ = arctan— 4w
a a
b b
a>0,b<0 = arctan — + 360° ¢ = arctan — + 27
a a
T
a=0,b>0 @ = 90° S
3
a=0,b<0 @ = 270° =5
a=0,b=0 @ =0° =0

5.2. Potenzen von i

6. Vektoren und Matritzen

i=+/—1 it =1
i2=—1 d =i
i3 =—i %= —1..

5.3. Rechenoperationen

Addition Subtraktion

z1 + 22 = (a + bi) + (¢ +di) z1 — 29 = (a + bi) — (c + di)
=a+c+ (b+d)i =a—c+ (b—d)i

Multiplikation

(a + bi) - (c + di)
ac + adi + bei + bdi2

z1 + 22

z1 - 22 = |z1] (cos (¢1) + sin (p1)1) - |22] (cos (¢2) - sin (p2)1)
= |z1| - |22] (cos (p1 + ¥2) + sin (p1 + ¥2)i)
Division

z1 a+bi  (a+bi) (c—di)

29 c+di  (c+di) (c—di)
ac — adi + bei — bdi?
- 2 _ (di)2
ac + bd + (bc — ad) ¢
= c2 4 d?
ac + bd (be — ad) .
=& + d2 c2 +d2 ‘

Potenzierung
2" = (a +bi))"
= (|| - (cos ¢ + sin i)™
= |2]™ - (cos (n - @) + sin (n - )i)

Wurzel {k € N|k = Obisn — 1}

V- YaF
k - 360 k - 360
Zpy = 7~‘/|z\-<cos<¢+n >+sin<w+n )z)

Es gibt immer n Ergebnisse die in zj, fiir k = 0 bis k = n — 1 berechnet
werden.

5.4. Formen
Kartesische Form:

z1 - z9 = (a + bi) - (¢ + di)
=] ac+adi+bci+bdi2

Trigonometrische Form:

21 - 22 = |21 (cos (1) + sin (1)3) - |z2] (cos (¢2) - sin (v2)i)
= |21 - |22 (cos (1) - cos (i02) + sin (1) - sin (p2)5)

Matritzen vom Typ (m,1) sind Vektoren (1-Spaltig). Die Zeilen eines Vek-
tors sind auch die Dimension des Vektors. Ein Zeilen Vektor ist eine Ma-
tritze vom Typ (1, n).

6.1. Rechenoperationen

6.1.1. Skalar
Die Addition, Subtraktion und Multiplikation von Matritzen mit einem

Skalar (einer Zahl) c.

—-1-A=-A

c-A=A-c=Ac=cA
c1-(cz-A)=(c1-c2) A
(c1+c2) - A=c1-Ateca2- A
c-(A+B)=cA+cB

6.1.2. Multiplikation
e Zeile von Matrix A mal Spalte von Matrix B

o Matrix A muss so viele Spalten haben wie Matrix B Zeilen hat
o Nicht Kommutativl!! A- B # B - A

6.1.3. Determinante
e Ist det A # 0 dann ist die Matrix invertierbar

e Ist det A = 0 dann ist die Matrix Linear abhingig

e Schachbrettmuster (beginnend oben links mit + - + -..)

e Entwicklung am einfachsten nach der Spalte oder Zeile mit den meis-
ten Qer.

o 1 3
A=14 2 0
0 1 5
detA:74~1 2
1 5
=—4-(1%*5—-1%3)=—-8

6.2. Inverse Matrix
Invertierbar sind nur Matritzen des Typ (n, n) also quadratische Matrit-
zen. Eine Matrix ist dann Invertierbar wenn die Determinante # 0 ergibt.

A l.a=1 (A-B)y~t=B"1.a"!
A- At =1 I-A=A
I-aA=t=4a-"1
7. Vektoren
7.1. Vektor Aufstellen

A= (a1 a2 as by —ay

( ) E = | be — ag
B=(b1 by b3) bs — ag

7.2. Rechenoperation

Addition T+ = (") + br\ _ (a1 +b1
a2 b2 az + by
iplikati b1 cby
Multiplikation @ =c- —
bo cbo
Betrag 1@ = Va2 + a2

@ * _b> = a1by + agbs + azbs
agbsz — azba

Skalarpordukt

Kreuzprodukt (Abb. 77) @ x & = 7 = | agby — a1bs

ai1by — agby

Ist das Skalarprodukt = 0 dann sind die Vektoren orthogonal (senkrecht)
zueinander!
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8. Geraden und Ebenen

8.1. Schnittpunkte
Gerade Den Schnittpunkt von zwei Ebene Bei Einer Ebene funktioniert

gber:den érhaldt m‘:I’"_ |}r11dem mar? fj's die Berechnung des Schnittpunktes
eiden  Leradengleichungen  gleic analog zu dem einer Geraden.

setzt.
8.2. Winkel
Gerade und Gerade Gerade und Ebene
a b a b
—- - — — - —
cosa = | ———— cos o =
a b a b
[ =1 1= =1 1=
8.3. Formen
8.3.1. Geraden
Allgemeine Form:
Z=7 +t-d
P = Stiitzvektor und ¥ = Richtungsvektor.
8.3.2. Ebenen
Parameterform E:?:?+t<7+5»7
Normalform - (Y — 7) =0

P = Stiitzvektor und Y = Spannvektor
Umformen:
1. Parameter — Normalform
2 M=UXTT (Kreuzprodukt der Richtungsvektoren
3R (B-F)=0
4. Koordinatenform aufstellen
7 -7 =7 - P (Normalform aus multipliziert)

9. Grenzwerte

Der Grenzwert oder Limes einer Folge ist eine Zahl, der die Folge beliebig
nah kommt. Eine Folge ist konvergent wenn sie solch einen Wert besitzt,
ansonsten divergent

9.1. Berechnung
Bei n — oo teilt man durch die variable mit der héchsten Potenz, das
Ergebnis ist dann der Grenzwert.

B 2
] on2 _1 ] 2_% nl;moo?n -1 2_0
lim = lim ”1 = = =2
n—oo n2 41 n—oo 1 4 iy lim n2 +1 140
n n— oo

Ergebnisse

1 _ 1 _ 0 _ 1 1
g=1 0= 7 =0 7 =17

Vorsicht bei lim , also Limes gegen eine Zahl a. Zun&chst setzt man die
n—a

Zahl a ein und priift das Ergebnis. Es darf nicht % raus kommen. Es wird
sich im Zahler und/oder Nenner ein n — a befinden. Die Folge muss dann

in Linearfaktoren zerlegt werden und danach die 3 eingesetzt werden.

23 — 622 4 5z z(x — 1) (x —5)
lim = lim
z—1 222 432z — 34 a1 2(z—1)(z+17)
z (x — 5) -4 1

= lim ———— = ==

@12 (z +17) 36 9

Ablauf bei lim
n—a

1. Schauen ob man etwas ausklammern kann oder muss

2. Anwendung der p-q Formel um die Nullstellen zu berechnen

3. Sind die Nullstellen 1 = —4 und o = 5 dann ist die Auflésung
der Binomischen Formel (z + 4) (z — 5)

4. Binomische Formel zur Kontrolle ausmultiplizieren

5. Nun im Zahler und Nenner kiirzen

6. Danach wird a eingesetzt und das Ergebnis ist der Grenzwert.
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